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Вычислить тройной интеграл 
 
На практике тело также обозначают буквой , но это не очень хороший 
вариант, ввиду того, «вэ» «зарезервировано» под обозначение объёма. 
Сначала нужно разобраться с областью интегрирования. Проекция тела на 
плоскость  представляет собой до боли знакомый треугольник: 
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Сверху тело ограничено плоскостью , которая проходит через 
начало координат. Предварительно, к слову, нужно обязательно проверить 
(мысленно либо на черновике), не «срезает» ли эта плоскость часть 
треугольника. Для этого находим её линию пересечения с координатной 
плоскостью , т.е. решаем простейшую систему:  
- нет, данная прямая (на чертеже отсутствует) «проходит мимо», и проекция тела 
на плоскость  действительно представляет собой треугольник. 
Не сложен здесь и пространственный чертёж: 
 
Выберем следующий порядок обхода тела: 
 
И перейдём к повторным интегралам: 
 
Актуализируем следующее элементарное правило: 
Когда функция  интегрируется по какой-либо переменной, то 
два других аргумента считаются константами. То есть принцип точно такой же, 
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как и при нахождении частных производных от функции трёх переменных, что 
естественно. 
Разбираемся с интегралами: 
1)  
(1) При интегрировании по z  и  считаются константами. В данном 
случае присутствует только y, но это не меняет дела. Советую всегда мысленно 
либо на черновике выполнять проверку. Найдём частную производную по z: 
, что и требовалось 
проверить. 
(2) Теперь используем формулу Ньютона-Лейбница: сначала вместо z 
подставляем верхний предел интегрирования , затем - нижний предел 
(ноль). В результате буквы z остаться не должно. 
По существу, решение свелось к двум переменным и к двойному интегралу: 
 
(1) Используем свойства линейности интеграла, принимая во внимание тот 
факт, что y считается константой. 
(2) Используем метод подведения под знак дифференциала.  
(3) Интегрируем по x и выполняем проверку: 
 
(4) Используем формулу Ньютона-Лейбница. Сначала вместо x 
(переменной, по которой проводилось интегрирование) подставляем , затем 
- ноль. 
Причёсываем результат и сносим его в последний интеграл, не теряя 
находящуюся там константу: 




Мы рассматривали два способа решения - это проецирование на плоскость 
 и выбор порядка обхода проекции. Но на самом деле комбинаций больше - 
тело можно спроецировать на любую из 3 координатных плоскостей и каждую 
проекцию обойти 2 путями. Таким образом, получается 6 способов решения.  
В результате нахождения интеграла  получена сумма 
, в которой чуть выгоднее считать константой именно y, что при 
прочих равных условиях (из уравнения прямой  одинаково легко выразить 
) упрощает решение. А в некоторых задачах выбор порядка 
интегрирования и вовсе становится очень важным: 
Пример 15 
Вычислить тройной интеграл 
 
Решение: область интегрирования ограничена шестью плоскостями и 
представляет собой прямоугольный параллелепипед: 
 
У незамысловатых областей можно не обращать внимания на проекцию и 
придерживаться следующего правила: обход тела осуществляется в 
направлениях координатных осей. Пределы интегрирования здесь очевидны 
 
Но вот с порядком обхода не всё так просто. Если выбрать традиционный 
путь и сначала интегрировать по z, то получается неприятный интеграл 
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, который нужно брать по частям. Аналогичная история, 
если интегрировать по y: , тут даже дважды по частям. 
Наиболее выгодным путём является первоочередное интегрирование по x, в 
этом случае переменные , а значит, и множитель  считаются 
константами: 
 
Перед тем, как подставить пределы интегрирования, не помешает проверка: 
 - получена 
исходная подынтегральная функция. 
 
Буква x испарилась, как оно и должно быть. 
Осталось 2 направления обхода , и следующий интеграл 






В качестве дополнительного контроля снова смотрим, исчезла ли после 
подстановки переменная, по которой интегрировали (z). 
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При подстановках следует проявлять повышенное внимание, так, например, 
при подстановке нуля в выражение  второе слагаемое можно 
машинально счесть за ноль. 
Решение оформляется стандартно в 3 пункта, но читатели с хорошим 
уровнем подготовки могут записать его и «одной строкой»: 
 
Ответ:  
Физические приложения тройного интеграла 
Рассмотрим неоднородное (переменной плотности) тело . Если известна 
непрерывная в области  функция  плотности тела, то его масса равна 
следующему тройному интегралу: 
 
Возможно, не всем понятен смысл функции плотности. Поясняю: если взять 
произвольную точку , принадлежащую телу , то значение функции 
 будет равно плотности тела в данной точке. 
Пример 17 
Вычислить массу неоднородного тела, ограниченного поверхностями 
, если известна функция его плотности 
. 
Решение: искомое тело ограничено цилиндром  сбоку, 
эллиптическим параболоидом  - сверху и плоскостью  - снизу. 
Дополнительные условия  «загоняют нас» в 1-й октант, и проекция тела 
на плоскость  представляет собой соответствующую «четвертинку» 
единичного круга: 
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Аналитическим методом уточним высоту, на которой параболоид 
пересекает цилиндр: 
 и выполним пространственный чертёж: 
 
Проекция сразу же наводит на мысль о переходе к цилиндрической системе 
координат: 
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Ответ:   
Центр тяжести тела 
Подобно тому, как задача о вычислении центра тяжести плоской фигуры 
вычислялась с помощью двойного интеграла, задача об отыскании центра 
тяжести тела решается аналогичным способом с помощью тройного интеграла. 
Что такое центр тяжести тела, довольно удачно объяснил ещё Архимед. 
Если тело подвесить на нить за центр тяжести, то оно будет сохранять равновесие 
в любом положении (как бы мы его предварительно ни повернули). В известной 
степени не реализуемо (таки центр тяжести внутри тела), но зато очень понятно. 
И вполне в стиле древнегреческого учёного, который просил дать ему точку 
опоры, чтобы с помощью рычага перевернуть Землю. 
Центр тяжести  неоднородного тела  рассчитывается по 
формулам: 
, где 
 - функция плотности тела, а  - масса тела. 
Если тело однородно (золотое, серебряное, платиновое и т.д.), то формулы 
упрощаются. Так как плотность  постоянна, и масса - есть 
произведение плотности на объём, получаем: 
, а объём тела рассчитывается 
с помощью тройного интеграла . 
Для центра тяжести однородного тела справедливы следующие 
утверждения: 
- если у тела есть центр симметрии, то он является центром тяжести 
(простейший пример - центр шара); 
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- если у тела существует линия симметрии, то центр тяжести обязательно 
принадлежит данной линии; 
- если у тела есть плоскость симметрии, то центр тяжести непременно лежит 
в этой плоскости. 
Как видите, практически полная аналогия с центром тяжести плоской 
фигуры. 
Пример 19 
Найти центр тяжести однородного тела, ограниченного поверхностями 
, . Выполнить чертежи данного тела и его 
проекции на плоскость . 
Решение: искомое тело ограничено координатными плоскостями и 
плоскостью , которую в целях последующего построения удобно 
представить в отрезках: . Выберем «а» за единицу масштаба и 
выполним трёхмерный чертёж: 
 
На чертеже уже поставлена готовая точка центра тяжести, однако, пока мы 
её не знаем. 
Проекция тела на плоскость  очевидна, но, тем не менее, напомню, как 
её найти аналитически - ведь такие простые случаи встречаются далеко не 
всегда. Чтобы найти прямую, по которой пересекаются плоскости 
 нужно решить систему: 
 
Подставляем значение  в 1-е уравнение:  и получаем 
уравнение  «плоской» прямой: 
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Координаты  центра тяжести  тела  вычислим по формулам 
, где  - объём 
тела. 
Выберем «классический» порядок обхода: 
 
1) Сначала вычислим объём тела. Его, кстати, можно узнать заранее, 
пользуясь известной задачей геометрии об объёме тетраэдра. Объём тетраэдра 
равен 1/6-й объёма прямоугольного параллелепипеда, построенного на его трёх 
смежных рёбрах. В нашем случае параллелепипед представляет собой куб с 
ребром «а», и соответственно:  
 
2) Вычислим x интеграл: 
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Таким образом, x координата центра тяжести: 
 
3) Следующая «простыня»: 
 




4) И заключительный, более короткий интеграл: 
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